Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul national de bacalaureat 2023
ProbaE. ¢)
Matematica M_mate-info

Varianta 1
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticdi
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informaticd
* Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
* Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Se considera numarul complex z =3+i. Aratati ca z (z - 2i) =10.
Sp | 2. Se considerd functia f:R - R, f(x) =5x+1. Aratati ca f(2x) —Zf(x) =-1, pentru orice
numar real x.
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia I -2x+2=x.
5p | 4. Se considera multimea A, a numerelor naturale de doua cifre. Calculati probabilitatea ca, alegand
un numar n din multimea A, numarul n+35 sd fie multiplu de 10 .
5p | 5. n reperul cartezian xOy se considera punctele A(4,0) si B(5,4) . Determinati ecuatia dreptei d
care trece prin punctul O si este paraleld cu dreapta AB.
Sp | 6. Se considera triunghiul isoscel ABC, dreptunghic in A, cu aria egala cu 4. Aratati ca BC =4.
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
2 1 2 2x+y+2z=2
1. Se considerd matricea A(a) =|1 -1 a |sisistemul de ecuatii {x—y+az=4 , unde
a a+l 2 ax+(a+1)y—2z=a
a este numar real.
5p | a) Aratati ca det(A(0)) =8.
5p | b) Determinati multimea numerelor reale a pentru care matricea A(a) este inversabila.
5p | ¢) Pentru a=-2, aratati cd xyz, +y, =2, pentru orice solutie (xO, yo,zo) a sistemului de ecuatii.
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie xoy = xy + (2" - 2) (2y - 2) .
S5p | a) Arataticd 203 =18.
5p | b) Aratati cd e =1 este elementul neutru al legii de compozitie ,,o ”.
5p | ¢) Demonstrati cd xo (—x) <1, pentru orice numar real x.
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
S . x+3
1. Se considera functia f : (1, +00) >R, f (x) =x+3In T
X—
2
. x“+2x-15
5p | a) Aratatica f'(x)=—————, xU(L,+o0).
P I = GGy )
5p | b) Determinati ecuatia asimptotei oblice spre +co la graficul functiei f .
+
5p | ¢) Aratati ca lnx—3 >1 X , pentru orice xl](l, +00) .
3(x-1) 3
2. Se considera functia f:R - R, f (x) = (x2 + Zx)e_x.
3
5p | @) Ardtati i [ f(x)e"dr=18.
0
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1
5p | b) Aratati ca | S yeme2

+
0x2 e

x-0| x

X
5p | ¢) Demonstrati ca lim iZ [ £(e)ar|=1.
0
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Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul national de bacalaureat 2023

ProbaE. ¢)
Matematica M_mate-info

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Varianta 1

Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informatica

Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informatici

* Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

* Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.

* Se acorda zece puncte din oficiu. Nota finali se calculeaza prin impirtirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
L1 2(2-2i)=(3+i)(3-i)=3*-*= 3p
=9+1=10 2p
2. 07 (2x) =10x +1, pentru orice numar real x 2p
f (2x) -2f (x) =10x+1- 2(5x + 1) =10x+1-10x—-2=-1, pentru orice numar real x 3p
3. x> =2x+2=x>,deci 2x+2=0 3p
x=1 2p
4. | Multimea numerelor naturale de doua cifre are 90 de elemente, deci sunt 90 de cazuri
. 2p
posibile
in multimea A sunt 9 numere n pentru care n+5 este multiplu de 10, deci sunt 9 cazuri
favorabile, de unde obtinem p = 2 = L 3p
90 10
S.| myp =4 si,cum d || AB, obtinem m,; =4 3p
Ecuatia dreptei este y—0= 4(x - O) ,adicd y =4x 2p
6. BC A .
AD =T, unde AD este 1ndltime In triunghiul ABC 3p
BC = LZB%: =4, de unde obtinem BC =4 2p
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1.a) 2 1 2 2 1 2
A0)=|1 -1 0 |=det(A(0))=]1 -1 0|= 2p
0 1 =2 0 1 =2
=4+2+0-0-0+2=8 3p
b) 2 1 2
det(A(a)) =[l -1  a|=-a*+2a+8, pentru orice numar real a 2p
a a+l -2
det (A(a)) =0 < a=-2 sau a =4, deci matricea A(a) este inversabild daca si numai daca
3
aOR\{-2,4} P
¢) | Pentru a=-2, solutiile sistemului de ecuatii sunt de forma (2, -2- 20’,0’), cu gC 3p
Xgzog Yo =20 —2—-2a =-2, pentru orice solutie (xO, Yo» zO) a sistemului de ecuatii 2p
2. — 2 3 —
a) 203—2B+(2 —2)(2 —2)_ 3p
=6+12=18 2p
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b) xoleEIl+(2x —2)(21 —2):x+02x,pentru orice numar real x 2p
lox:155+(2l —2)(2x —2) =x+0=x, pentru orice numar real x, deci e =1 este elementul 3p
neutru al legii de compozitie ,,0”

O | xo(-x)=-x*+1-202" -2[27F +4= 2p

2
=—x2+1—2E62x —2+Lj=1—x2—2 \/27— ! <1, pentru orice numar real x 3p
2* J2r
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1.a) ' 3 3
(x)=1+3{In(x+3)-In(x-1)) =1+ -——= 3
£() =143 (+3)in(x-n) == 2 p
2 4+2x-3+43x-3-3x- 2 40x-
_X 2x—-3+3x-3-3x 9=x 2x 15,xD(1,+00) 2p
(x+3)(x—1) (x+3)(x—1)
b)
im L) 2 i (1+§1nx—+3j:1 2p
X400 X X — oo X x—1
. . x+3 . . . .
lim ( f (x)—x)= lim | 3In =0, deci dreapta de ecuatie y = x este asimptota oblica
X — +0oo X — +oo x—l 3p

spre +oo la graficul functiei f

) f'(x)20:>x:3; f'(x)SO, pentru orice xl](l,3]:f este descrescdtoare pe (1,3] si
f'(x)ZO, pentru orice xD[3,+00):>f este crescatoare pe [3,+00), deci f(x)zf(3), 3p

pentru orice x[J (1, +00)

. x+3 . .
f(3):3+31n3, deci x+3In >3+3In3, pentru orice xl](l,+oo), de unde obtinem
-
2p
In x+3 Zl—ﬁ,pentruorice xD(1,+00)
3(x—1)
2.a) | 3 3 3 3
F(x)edx =[x +2x)dx = L o= 3
Jr(eras=[{22 2= £ 0] !
27
=—+9=18
3 2p
b) | 1 1 . 1 1
J.f(x)dx:J.x(—e_x)dx:x(—e_x) —e | = 3p
0x+2 0 0 0
:—l—l 1:6_2 2p
e e e

C) X '
i U (t)dtJ ,
| [LI f(f)df]‘ im0 = P

= lim = lim =1 3p
x-0 2x  x-0 2
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Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul national de bacalaureat 2023
Proba E. ¢)
Matematica M_mate-info

Simulare
Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematica-informatica
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicda-informaticd
e Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
e Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Se considera numerele complexe z; =1+2i si z, =1—i . Aritati ca z{ +4z, =1.

Sp | 2. Se considera functiile f:R >R, f(x)=3x+1 si g:R>R, g(x):x2 +x+m, unde m este
numadr real. Determinati numarul real m pentru care graficele functiilor f si g au exact un punct
comun.

Sp | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia lg(x2 + 9) =2 lg(x\IIO) .

Sp | 4. Se considera multimea A4, a numerelor naturale de cel mult doua cifre. Determinati probabilitatea
ca, alegdnd un numar din multimea A, acesta s fie divizibil cu 9.

5p | 5.1n triunghiul 4BC, punctul M este mijlocul laturii AC, iar punctele D si E apartin
segmentului 4B, astfel incat AD = BE . Aratati ca MD+ME =CB.

5p | 6. Determinati x €[0,7] pentru care sin2x =1+ cos2x.

SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
a 1 2 ax+y+2z=-2
1. Se considera matricea A(a)=|1 a -1/ si sistemul de ecuatii { x+ay—-z=4 ,unde a este
2 2 1 2x+2y+z=2
numadr real.

Sp | a) Aratati ca det(A(O)) =1.

Sp | b) Determinati multimea numerelor reale a pentru care sistemul de ecuatii are solutie unica.

5p | ¢) Pentru a =1, determinati solutiile (xo, yo,zo) ale sistemului pentru care x,, y, Si z, sunt numere
intregi si x, > yg > 2 -

2. Pe multimea M =[-1,1] se defineste legea de compozitie x* y = 24 :
t+ J(1=47)(1-5?)

5p | a) Aratati ca 1= I_1

P ’ 2 2
Sp | b) Aratati ca x * (—x) >—x? , pentru orice x e M .
Sp | ©) Determinati perechile (a,b) de numere din multimea M pentru care a*b=1.
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia /R >R, f(x)=x-1- ln(ex + xz) :
. x(x=2
5p | a) Ardtatica f'(x) =(—2) , xeR.
e’ +x

5p | b) Determinati numerele reale a pentru care tangenta la graficul functiei f* in punctul de coordonate
(a,f(a)) este paraleld cu axa Ox .

5p | ¢) Determinati imaginea functiei f .
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2. Se considerd functia f:(-3,+) >R, f(x)=

3
Sp | a) Aratati ca J.f(x)\/x+3dx =12.
0

1
.o X
5p | b) Aratati cd j fz( ) dx=2.
X+ 1
Pl T
5p | ¢) Demonstrati ca I dx<—.
v (x) 2
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Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul national de bacalaureat 2023
Proba E. ¢)

Matematica M_mate-info

BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE

Simulare

Filiera teoretica, profilul real, specializarea matematici-informatica

Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematica-informaticd

e Pentru orice solutie corecti, chiar daca este diferiti de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.

e Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.

e Se acordi zece puncte din oficiu. Nota finali se calculeaza prin impértirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
1. z12+4zz=(1+2i)2+4(1—i)=1+4i+4i2+4—4i= 3p
=5+4-(-1)=5-4=1 2p
2. f(x)=g(x):>x2—2x+m—l=0 2p
A=0 si,cum A=8—4m, obtinem 8—4m =0, deci m=2 3p
3. 1g()c2 + 9) = lg(IOJC2 ) = x? +9=10x?, de unde obtinem ¥ —1=0 3p
x=—1, care nu convine; x =1, care convine 2p
4. | Multimea A4 are 100 de elemente, deci sunt 100 de cazuri posibile 2p
Numerele din multimea A4, divizibile cu 9, sunt 9-0, 9-1, 9-2, ... 9-11, deci sunt 12
cazuri favorabile, de unde obtinem p = 100"~ % 3p
S.| MD=MA+ 4D si ME =MC +CB+ BE 2p
MD + ME = MA+MC + AD+BE+CB=0+0+CB=CB 3p
6. 2sinxcosx =2cos x <> 2cos x(sin x —cos x) =0 2p
Cum xe[O,ﬂ] , obtinem ng sau ng 3p
SUBIECTUL al Il-lea (30 de puncte)
1.a) 01 2
det(4(0))=[1 0 -1/=0-0-1+1-(=1)-2+1-2:2-2-0-2—1-1-1-(~1)-2-0= 3p
2 2 1
=0-24+4-0-1-0=1 2p
b) det(A(a)) = (a —1)2 , pentru orice numar real a 3p
det(A(a)) =0 a=1, deci sistemul are solutie unica pentru a e R\ {1} 2p
€) | Pentru a =1, solutiile sistemului de ecuatii sunt (o,2—«a,-2),unde a € C 2p
Cum ¢ este numar intreg si @ >2—a >—2, obtinem o =2 sau a =3, deci solutiile sunt
(2,0,-2) si (3,-1,-2) 3p
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2.a) | l
1*—: 2 =
2 2 3p
2oL
1+\/(1 1 )(1 [2) ]
1
2 .1 2p
1+40 2
b) ( ) 2 .2
x*(—x)= = , pentru orice x e M 3
1+‘1—x2‘ 2-x* p
xz(l )
(x*( +x = 5 >0,decix*(—x)z—xz,pentruorice xeM 2p
x2
©) a*b-l:,l( (1 bz)—ab 1, deci ab=>1 3p
Cum a, be M , obtinem ab =1, deci perechile sunt (—1,—1) si (1,1), care convin 2p
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1.a) 1
f'(x)=1- e’ +2x )= 3
) e +x* ( ) P
2
- -2
=X 2;c:x(x 2),xeR 2p
e +x” e +x
b) Tangenta la graficul functiei f in punctul de coordonate (a, f (a)) este paralela cu axa 3
Ox< f'(a)= P
a(a-2)
——— =0&a=0saua=2 2p
e +a

) |Pentru orice xe(—oo,O] , f'(x)ZO , deci f este crescatoare pe (—oo,O]; pentru orice

x€[0,2], f'(x)<0, deci f este descrescatoare pe [0,2]; pentru orice xe[2,+x), | 2p

f'(x)=0,deci f este crescitoare pe [2,+)

Cum f este continui, E)m f(x)=-wo, f(0)=-1si lim f(x)=-1, imaginea functiei
X0

X—>+00 3p
f este (—o0,~1]

2.a) | 3 3 3 3
If(x)\/x+3dxzj(x2+1)dx=(?+xJ = 3p
0
0 0
=9+3=12 2p
b) L(x+3) 1
dx = dx=2"x+3| = 3
j x +1 J; Nx+3 -2 P
—4-2=2 2p
c) [ 2 L
L _ ;H 3 < 22 , pentru orice x €[0,1], de unde obtinem I dx < 2 ——dx=| 3p
f(x) x“+1 x7+1 Of(x) Ox +1
Lz
=2arctgx| =— 2p
0 2
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Ministerul Educatiei
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Examenul national de bacalaureat 2023
ProbaE. ¢)
Matematica M_mate-info

Varianta 6
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematicd-informaticai
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informatici
* Toate subiectele sunt obligatorii. Se acorda zece puncte din oficiu.
* Timpul de lucru efectiv este de trei ore.
SUBIECTUL I (30 de puncte)
5p | 1. Aratati ca (2-i)* +i(4+i)=2,unde i’ =-1.
Sp | 2. Se considerd functia f:R - R, f (x) =x+3. Determinati numdrul real m pentru care
(fof)(m)=2m.
5p | 3. Rezolvati in multimea numerelor reale ecuatia 51 -3 =10.
5p | 4. Calculati probabilitatea ca, alegdnd un numar din multimea numerelor naturale de doua cifre, acesta
sa aiba cifrele mai mari sau egale cu 7.
5p|5.1n reperul cartezian xQOy se considera punctele A(0,4), B(3, —2) si C (Za,a), unde g este numar
real nenul. Aréatati ca dreptele AB si OC sunt perpendiculare, pentru orice numar real nenul « .
— . . .2 . o Ui
Sp | 6. Se considera expresia E (x) =sinx + 4cos£sm?x, unde x este numar real. Aratati cd E (3) =4.
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
a -1 2a ax—y+2az=0
1. Se considera matricea A(a)=|1 -2 a | sisistemul de ecuatii { x-2y+az=0 ,unde a
1 1 1-a x+y+(l-a)z=0
este numadr real.
5p | a) Ardtati ca det(A(0)) =1.
5p | b) Determinati multimea numerelor reale a pentru care sistemul de ecuatii are solutie unica.
Sp | ¢) Pentru a = -1, determinati solutiile (xo, yo,zo) ale sistemului pentru care xg + y(% + zg =3.
2. Pe multimea numerelor reale se defineste legea de compozitie x [y = x2y2 - 4(x + y)2 +1.
5p | a) Aratati ca 01 =-3.
5p | b) Aratati ca x E(—l) <2x, pentru orice numar real x.
5p | ¢) Determinati perechile (m,n) de numere naturale nenule, cu m <n, pentru care m[n =1.
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
1. Se considera functia f:R - R, f(x) =§ —ln(x2 +x +5) .
. x> —9x
Sp | a) Ardtati ca f'(x) =, x0OR.
’ 2
5 (x +x+ 5)
5p | b) Determinati abscisele punctelor situate pe graficul functiei f in care tangenta la graficul functiei
f este paraleld cu axa Ox.
5p | ¢) Demonstrati ca ecuatia f (x) =0 are solutie unica.
2. Se considera functia f:(—2, +00) - R, f(x)= 4x )
; 3
x” +8
2
sp | a) Aritati ca [(x* +8) 7 (x)dx=8.
0
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4
5p | b) Ardtati ci jxf(x)dx =4In2.
1

1T
5p | ¢) Calculati lim —thf (t)dr |.
x-0 x3
0
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Ministerul Educatiei
Centrul National de Politici si Evaluare in Educatie

Examenul national de bacalaureat 2023
ProbaE. ¢)
Matematica M_mate-info
BAREM DE EVALUARE SI DE NOTARE
Varianta 6
Filiera teoreticd, profilul real, specializarea matematica-informaticd
Filiera vocationald, profilul militar, specializarea matematicd-informatici
* Pentru orice solutie corecta, chiar daca este diferita de cea din barem, se acorda punctajul corespunzitor.
* Nu se acorda fractiuni de punct, dar se pot acorda punctaje intermediare pentru rezolvari partiale, in limitele
punctajului indicat in barem.
* Se acorda zece puncte din oficiu. Nota finali se calculeaza prin impirtirea la zece a punctajului total acordat
pentru lucrare.

SUBIECTUL I (30 de puncte)
Ll (2-i wi(a+i)=d-2i+ 2 +4i+i = 3p
=4-1-1=2 2p
2. (f ° f)(m) =m+ 6, pentru orice numdr real m 3p
m+6=2m, de unde obtinem m =6 2p
3.] 53" =33 =10, deci 23* =10, de unde obtinem 5* =5 3p
x=1 2p
4. | Multimea numerelor naturale de doua cifre are 90 de elemente, deci sunt 90 de cazuri
. 2p
posibile
Deoarece cifrele pot fi 7, 8 si 9, sunt 303 =9 numere naturale de doud cifre care au
cifrele mai mari sau egale cu 7, deci sunt 9 cazuri favorabile, de unde obtinem 3
91 b
P79 10
5.0 myp=-2 2p
1 . . . _ Ell— _ . <
Moc = pentru orice numar real nenul a si, cum my,p ln,- —(—2) 5= -1, obtinem ca 3p
dreptele AB si OC sunt perpendiculare, pentru orice numar real nenul a
6. 7 3 . m 3
sin—=1, cos—=—, sin—=— 3p
2 6 2 3 2
E[Fl=1+43 =4 2p
2 4
SUBIECTUL al II-lea (30 de puncte)
1.a) 0 -1 0 0 -1 0
A(0)=|1 =2 0|=det(A(0))=[1 -2 0= 2p
1 1 1 1 1 1
=0+0+0-0-0—(-1)=1 3p
b) a -1 2a
det(A(a)) =1 -2 a|= (a + 1)2, pentru orice numar real a 2p
1 1 1-a
det(A(a)) =0 « a=-1, deci sistemul de ecuatii are solutie unicd dacd si numai dacd
3p
aOR\{-1}
©) | Pentru a = —1, solutiile sistemului de ecuatii sunt de forma (—a, -a,q ) ,cu adC 2p
xg + yg +zg =302, deci 3% =3, de unde obtinem a =-1 sau a =1, deci solutiile sunt
3p
(1L1,-1) si (-1,-1,1)
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2a) | om=02 02 -4(0+1)* +1= 3p
=0-4+1=-3 2p
D) | x(-1)=-3x> +8x-3= 2p
=-3x2 +6x-3+2x=-3 (x - 1)2 +2x < 2x, pentru orice numar real x 3p
)| w22 - 4(m + n)2 +1=1 i, cum m si n sunt numere naturale nenule, obtinem 2p
mn—2m-2n=0
(m—2)(n—2) =4 si, cum m si n sunt numere naturale nenule, cu m<n, perechile sunt 3
(3.6) si (4.4) P
SUBIECTUL al III-lea (30 de puncte)
l.a) 1 2x+1
(x)=2— = 3
! ( ) 5 x*+x+5 P
2 2
+x+5-10x— -
_X x25 10x-5 _ x2 9x . xOR 2
S(x +x+5) S(x +x+5)
b) Tangenta la graficul functiei f 1n punctul de coordonate (a, f (a)) este paralela cu axa 3
Y
Ox = f'(a)=0
a®> =94 =0, de unde obtinem a =0 sau a =9 2p

) f'(x)ZO, pentru orice xD(—OO,O]:>f este crescitoare pe (—00,0] ; f'(x)SO, pentru
orice xD[O,9]:> f este descrescatoare pe [0,9] , deci f(x)s f (O) , pentru orice | 2p
xD(—OO,9]

f '(x)>0, pentru orice xD(9,+00):> f este strict crescatoare pe (9,+00) si, cum
f(0)=—ln5<0, xlirilm f (x):+oo si f este continud, obtinem ca ecuatia f(x):O are | 3p

solutie unica

2.a) | 2 2 2
J(x3 +8)f(x)dx =j4xdx=2x2 = 3p
0 0 0
=8-0=8 2p
b) | 4 4 .0 4( 3+8)' 4
dx 4 X 3
dx = dx=—|——"dx=—10 +8)| = 3p
.l'.xf(x)x _!. S x 31 S x n(x )1
:glnS =4In2 2p
C) {]ﬁ ( ) J'
tOF () dr
(1t .\ _oxO(x) _ 3p
)1(111})()63 {t[f(t)dt}—)l{li% (x3)' —x1£% 2 =
= lim—— =1
x—>03(x3 +8) 6 2p
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